Sistemas Lineares Nao Homogéneos

Formula da Variacao das Constantes




Teorema (Férmula da Variagdo das Constantes): Sejam
A(t),b(t) respectivamente, uma matriz n X n e um vector
n X 1 com entradas reais continuas num intervalo I C R.
Ent3o, o sistema linear de primeira ordem

dy
= A(t)y + b(t),
X Alt)y + i)
tem solucao geral dada pela Fdrmula da Variacao das

Constantes
y(t) = X(t)c+ X (1) /X—l(t)b(t)dt,

em que X (t) é uma qualquer matriz solugdo fundamental do
correspondente sistema homogéneo, e ¢ € R" uma coluna de
constantes arbitrarias.

No caso do problema de Cauchy, com condicdes iniciais
y(to) = yo, to € I, a solugdo é dada por

ywzxwxwmm+xwlxﬂ@m@@.




Teorema (Férmula da Variagdo das Constantes para A constan

Quando A(t) = A é uma matriz constante, a exponencial et
pode ser usada no lugar de X (¢) obtendo-se, respectivamente,
a solucao geral

y(t) = effc + e / e 'b(t)dt, ceR"

e a solucao do problema de valor inicial

t

y(t) = ey 4 eAt/ e b(s)ds.
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EDOs de Ordem Superior a Primeira

Proposicao: A equacdo diferencial ordinaria de ordem n

dn d d2 dn—l
y_f<t y dy y>

ar T\ A ae A

tem solugdo escalar y € C"(I) se e sb se o sistema de primeira
ordem

/

I __

5132—5173
<:

/ _

I
\flfn—f(t,flfl,flfg,...,[lfn)




Teorema: Seja f(t, 1, 29,...,x,) uma fungdo continua nas

varidveis (t,x1, %2,...,2,) € Dy C R x R" e localmente
lipschitziana nas variaveis x1, xs, ..., x,. Entdo, o problema
p ) Y Y p
de valor inicial para a equacao diferencial ordinaria
( n 2 n—1
dy dy d7y d"y
datm T f (t’y’ﬂ’ﬁ’””dt“_l
y<t0> = Y0,
dy o
4 E(t0> = Yo,
d%y o
a2 (o) = g,
T
d" Yy, o (n—1)
\ g1 (t()) = Yo )

tem solucdo Unica, numa vizinhanca de %, a qual é prolongavel
a um intervalo maximo de definicao.




EDOs Lineares de Ordem Superior a Primeira

dy a1y P2y dy
%4— n— 1<t)dt —l— +a <)ﬁ—|—a1( )dt—l-a()(t)y b(t)

Sistema Equivalente

T = T9
rh = x3
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Matriz Companheira




Proposicdo: Sejam ay(t), as(t), ..., a,(t) e b(t) funcdes
continuas num intervalo / C R. Ent3o, o conjunto das
solucoes da equacao diferencial ordinaria linear homogénea de
ordem n

d" dn1 d? d
Y () L)

dt" dtn—1 dt2 ult) 5 dt

constitui um espaco vectorial de dimensao n.
O teorema de Picard-Lindelof garante a existéncia de um

isomorfismo linear entre o espaco vectorial dos dados iniciais

(yo,y(’),y(’)’, L ,y(()n_l)> € R" para algum ty € I e o espaco

vectorial das solucoes.
O conjunto das solucdes da equacdo n3o homogénea

dny dn—ly de dy
—+a +a = b(t
()t () + aolt)y = bt
constitui um espaco afim, obtido pela soma de uma solucao

particular nao homogénea a todas as solucoes do espaco
vectorial das solucdes homogéneas.
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